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ΘΕΜΑ  2o   

A. α.     

Έστω   Μ(x , y)  τυχαία εικόνα του z.  

z = k + (k + 1)i   ⇔    x = k   και   y = k + 1   ⇔    y = x +1   

Oπότε, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του  z  είναι η ευθεία  y = x + 1   

A. β.     

|z| = 1   ⇔   2 2k (k 1)+ + = 1       

                     k
2
 + k

2
 + 2k + 1 = 1  

                     2k
2 

+ 2k = 0   ⇔    k = 0   ή   k = −1   

Άρα   z = 0 + 0i   ή    z = −1 + 0i  

Β.      
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2
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2
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2
 + 8 −4α + 4β = 0                          

                                                                 (α −2)
2 

+ (β + 2)
2
 = 0                             

                                                                 α−2 =0   και   β + 2 = 0                               

                                                                 α = 2 και β = −  2  

 

 

ΘΕΜΑ  3o   
α.  

f ΄(x) =
2

x 1 x ln x

x

+ − −
=  

2

1 ln x

x

−
  ,   

f ΄(x ) = 0    ⇔    1 – lnx = 0   ⇔    lnx = 1   ⇔    x = e 

                 Πρόσηµο της  f ΄ και µονοτονία της  f  
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y = x 

  y = ηµx
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Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο  (0 ,   e]  και  

γνησίως φθίνουσα στο   [e ,  + ∞)   

Παρουσιάζει δε µέγιστο για  x = e  το  f(e) =
e 1

e

+
  

β.  

x
lim f (x)
→+∞

=
x

x ln x
lim

x→+∞

+
= 

+∞ 
 +∞ 

= 
x

(x ln x)
lim

x→+∞

′+
′

= 
x

1
1

xlim
1→+∞

+
 = 1 

γ.  
 

 1

2e
f(x)dx∫  = 

 

 1

2e x + lnx
dx

x∫  = 
 1

2 e
1dx∫ +
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2e  lnx
dx

x∫ = (e
2 −1) + 

 

 1

2e  lnx
dx

x∫    (1) 

Για το ολοκλήρωµα  
 

 1

2e  lnx
dx

x∫   θέτω  lnx = u,  οπότε  du = 
1

x
dx  και  

                                                                               όταν  x = 1 τότε  u = 0   

                                                                               όταν x = e
2
 τότε u = 2   

Οπότε    
 

 1

2e  lnx
dx

x∫ =
 2

 0
udu∫ = 

2
2

0
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2

 
 
 

= 2   

(1)  ⇒    
 

 1

2e
f(x)dx∫ = e

2 −1 + 2 = e
2 

+ 1  

 

 

ΘΕΜΑ  4o   
α.  
Είναι   f ΄(x) = συνx ,    f(0) = 0 ,    f ΄(0) = 1 

Η ζητούµενη εξίσωση είναι η    y− f(0) = f ΄(0)(x −0)  ⇔   y = x  

β.  

Επειδή   f ΄΄(x) = −ηµx  < 0  για κάθε x ∈ 0 ,   
2

π 
  

,   η f  είναι κοίλη στο 0,  
2

π 
  

, 

άρα η εφαπτοµένη  y = x  είναι ψηλότερα από την Cf  στο 0,  
2

π 
  

,  µε εξαίρεση το 

σηµείο επαφής.  

Επίσης ισχύει ότι f
2

π 
 
 

= 1 . 

 Η περιοχή της οποίας ζητάµε το εµβαδόν  

φαίνεται στο διπλανό σχήµα  (κόκκινη περιοχή)  

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε το εµβαδόν  

του τραπεζίου ΟΑΒΓ µείον το εµβαδόν του  

χωρίου ΟΒΓ . 

Οι συντεταγµένες των  Α,  Β  προφανώς  

είναι   Α(1 , 1),   Β  ,  1
2

π 
 
 

  

Τότε  (ΑΒ) = 
2

π
−1,    (ΟΓ) = 

2

π
   και  (ΒΓ) = 1   
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Εποµένως το εµβαδόν του τραπεζίου είναι  
( )

2

ΑΒ + ΟΓ ΒΓ
=

1 1
2 2

2

π π − + ⋅ 
  = 

1

2

π −
 

Επειδή  ηµx ≥ 0 για κάθε x∈ 0,  
2

π 
  

, το εµβαδόν του χωρίου  ΟΒΓ  είναι  

(ΟΒΓ) = 
 
2

 0
xdx

π

ηµ∫ = [ ]2
0

x
π

−συν = 1.  

Ε ζητούµενο = 
1

2

π −
−1 τετραγωνικές µονάδες  

γ.  

ηµx > x −
3

2
x

2
    ⇔    ηµx −  x + 

3

2
x

2
 > 0  

Έστω η συνάρτηση   g(x) = ηµx −  x + 
3

2
x

2
 ,   x ≥ 0   

Η  g  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη  µε    g΄(x) = συνx −1 + 3x  

                                                           και   g΄΄ (x) = −ηµx +3 > 0   

Συνεπώς η  g΄ είναι γνησίως αύξουσα,  οπότε  για κάθε  x > 0   θα είναι  

g΄(x) > g΄(0) = 0 άρα και η g είναι γνησίως αύξουσα.   

Εποµένως  για κάθε  x > 0   θα είναι   g(x) > g(0) = 0 ,  δηλαδή  

                                                             ηµx −  x + 
3

2
x

2
  > 0   

 

 

              

 

 

 

 

 

 

 

                     


